MA1 

1. Grundlegendes

1.1 Mathematische Theorien

Bevor wir ins Detail schauen, ist es interessant eine Skizze des „Ganzen“ zu haben.

Definition der Mathematik nach Hilbert (1862-1943):

Die Mathematik ist die Wissenschaft der formalen Systeme.

Definition zu 1.1 : (Ausdrücke, Terme, Aussagen)

1. Ein Begriff der menschlichen Sprache(Wort) werde als primitiver Ausdruck bezeichnet, wenn seine Bedeutung ungefahr bekannt ist und durch weiterführende, definierte Ausdrücke (Sätze) mit Hilfe von Axiomen (eine nicht weiter herleitbare Definition) die Eigenschaften der primitiven Ausdrücke exakt definiert werden können.

2. Ein Begriff der menschlichen Sprache (Wort) werde als Verknüpfung bezeichnet, wenn seine Wirkungsweise ungefähr bekannt ist und durch weiterführende, definierte Ausdrücke (Sätze) mit Hilfe von Axiomen die Wirkung der Verknüpfung definiert werden kann

3. Terme entstehen durch die Verknüpfung von primitiven Ausdrücken und Termen mit primitiven Ausdrücken

4. Ein Term wird zu einer Aussage, wenn er mit dem Entscheidungsmerkmalen belegt wird.

5. Die Entscheidungsmerkmale sind alle möglichen Zustände, die zur Entscheidung der Aussage zugelassen werden. (allgemeingültig [wahr] ), nicht allgemeingültig [falsch]).

6. Eine herleitbare Aussage entsteht durch Verknüpfungen von Axiomen oder von Axiomen und herleitbaren Aussagen.

Anmerkung zu Definition 1.1:


Beispiele: 
primitive Ausdrücke: Punkt, Zahl, Element




Verknüpfung: Addition, Multiplikation, Abbildung


Bsp.: Term: 
ab+ 3xz 



Aussage: T=T’ , T = wahr , Entscheidungsmerkmale : wahr oder falsch

Definition 1.2  : (Formales System)

Ein System aus herleitbaren Aussagen und nicht herleitbaren Aussagen (Axiomen) heißt formales System wenn gilt:

(1) Widerspruchsfreiheit: Alle aus den Axiomen herleitbaren Aussagen müssen uneingeschränkt „wahr“ sein (allgemeingültig).

(2) Vollständigkeit: Es darf keine allgemeingültige Aussage geben, die nicht aus einem Axiom herleitbar ist.

(3) Unabhängigkeit: kein Axiom darf aus dem anderen herleitbar sein.

(4) Entscheidbarkeit: Alle Aussagen, die hergeleitet werden können, sind entscheidbar.

1.2 Die Logik als Beispiel einer mathematischen Theorie.

Die Logik wurde schon in Zeiten von Aristoteles entwickelt (~300 v.Chr.). Durch Boole, De Morgan und Frege werde die formale Logik entwickelt.

Definition 1.3 (Aussagenlogik)

(1) Ein primitiver Ausdruck werde als logische Variable bezeichnet und stellt Ausdrücke dar, die mit „wahr“ oder „falsch“ entschieden werden können.

(2) Eine Verknüpfung sei eine Zuordnung der 4 möglichen Belegungen zweier logischer Variablen mit „wahr“ oder „falsch“ zu der Bewertung der verknüpften Variablen mit den Merkmalen „wahr“ oder „falsch“

(3) Terme entstehen durch die Verknüpfung von primitiven Ausdrücken oder von primitiven Ausdrücken und Termen.

(4) Ein Term wird zur Aussage, wenn er mit dem Entscheidungsmerkmalen „wahr“ oder „falsch“ belegt wird.

(5) Die Entscheidungsmerkmale sind „wahr“ (für allgemeingültig) und „falsch“ (für nicht allgemeingültig).

(6) Eine herleitbare Aussage entsteht durch die Verknüpfung von Variablen oder von Variablen und herleitbaren Aussagen.

Anmerkung zu Definition 1.3 :

1. Negation: Sei x eine logische Variable, dann sei die Negation z von x definiert durch z = wahr für x = falsch und  z = falsch für x = wahr. Man schreibt: z = !x (oder x- nicht).

2. Konjunktion, Disjunktion, Subjunktion, Bijunktion.

Seien x1, x2 zwei logische Variablen dann sei die Konjunktion z1, die Disjunktion z2, die Subjunktion z3 und die Bijunktion z4 durch :
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3. Bei der Subjunktion heißt die Variable x1 die Bedingung oder Prämisse und die Variable x2 Folgerung oder Konklusion.

 Definition 1.4 (aussagelogisches Gesetz):

Sei z ein aussagelogischer Ausdruck mit den Variablen x1, x2, xn

Eine Belegung der Variablen x1 bis xn ist eine Entscheidung der Variablen mit den Merkmalen „wahr“ oder „falsch“.

Die Menge E = { Belegung der xi | z = wahr} heißt Erfüllungsmenge von z.

Erläuterung: für alle xi, die gilt: z = wahr , beinhaltet die Erfüllungsmenge von z.

(1) Wenn für alle Belegungen der xi gilt: z = wahr, dann heißt z eine Tautologie oder allgemeingültiger Ausdruck oder aussagelogisches Gesetz.

(2) Wenn für einige   Belegungen der xi gilt: z = wahr, dann heißt z teilweise gültiger Ausdruck oder aussagelogische Kontigenz.
(3) Wenn für keine Belegung der xi gilt: z = wahr, dann heißt z ungültiger Ausdruck oder aussagelogische Kontradiktion.

Anmerkungen zur Definition 1.4:

(1) Seien E1 und E2 die Erfüllungsmengen der aussagelogischen Ausdrücke Z1 und Z2 dann gilt (Z1 heißt Bedingung und Z2 heißt Folgerung (Sachverhalt)):

1.1 Z1 => Z2 heißt Implikation wenn gilt E1 ( E2 (Teilmenge von)

1.2 Z1 ( Z2 heißt Äquivalenz wenn gilt E1 = E2

(2) Einige aussagelogischen Gesetze: seine x, x1, x2, x3 aussage logischen Variablen 

2.1 Ausschluß des Dritten ( eine Aussage ist entweder wahr oder (exklusiv) falsch: z. B.   x  v  !x

2.2 Widerspruch ( eine Aussagekan nicht gleichzeitig wahr und falsch sein.

2.3 Abtrennung (wenn x1 richtig und Subjunktion richtig ist, dann ist auch x2 richtig ):

[ ( x1 ( x2) ( x1 ] => x2

2.4 Widerlegung (wenn x2 falsch ist und die Subjunktion richtig, dann ist x1 falsch): [ ( x1 ( x2 ) ( !x2 ) => ! x1

2.5 Kettenschluß:

[ ( x1 ( x2 ) ( (x2 ( x3) ] => x1 ( x3

2.6 Doppelte Verneinung; x  ( ! ! x

2.7 Kontradiktion : (x1 ( x2 ) => (!x2 ( !x1)

1.3 Mathematische Beweisverfahren

Ist eine Bedingung B zwingend notwendig damit der Sachverhalt S gilt, dann heißt B   eine notwendige Bedingung von S. Man schreibt:

 S  => B 

Folgt aus einer Bedingung B ein Sachverhalt S, dann heißt die Bedingung hinreichend 
(B => S).

Ist eine Bedingung sowohl notwendig als auch hinreichend, dann ist die Bedingung und der Sachverhalt äquivalent. Mann schreibt : B ( S

Anmerkung zu Definition 1.5:

(1) Bsp. Für notwendige Bedingung:

„er ist ein Mann“ = Sachverhalt

notwendige Bedingung = „er ist ein Mensch“

(2) Bsp. Für hinreichende Bedingung:

„die Person ist ein Mensch“ = Sachverhalt

„ die Person ist ein Mann“ =  Bedingung

(3) Bsp. Für notwendig und hinreichende Bedingung.

„die Person ist ein Mann“ = B

„ die Person ist männlich“ = S

Definition 1.6 (Beweis) :

Ein mathematischer Beweis ist der Nachweis der Allgemeingültigkeit einer Aussage oder eines Satzes durch Axiome und/oder bewiesene Aussagen oder Sätze.

Anmerkung zu Def. 1.6:

(1) direkter Beweis: typische aussagelogische Gesetze, die vernwendet werden sind:

· Die Abtrennung und Kettenschluss

(2) Indirekter Beweis: er ist eine Anwendung der Kontradiktion

2.1 Man nimmt an, dass !B gilt, und zeigt, dass !B  => !S .

Wegen Kontradiktion gilt dann: S => B. Also ist (2.1) ein Nachweis der notwendigen Bedingung.

2.2 Man nimmt an das !S gilt, und zeigt das aus !S => !B 

Wegen Kontradiktion gilt : B => S

Also ist 2.2 der Nachweis der hinreichenden Bedingung.


2.3 Man nimmt an, dass !S gilt, und zeigt die Existenz eines Widerspruchs.


Damit gilt ! ( ! S) = S

(3) Induktionsbeweis: siehe Definition 1.7

(4) Beispiele für indirekten Beweis: siehe Unterlagen..

Definition 1.7 (Vollständige Induktion)

